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Аннотация. Разработана методика моделирования процессов прохождения импульсных колеблющихся      
ТЕ-поляризованных плоских электромагнитных полей через тонкостенный сверхпроводящий экран. 
Краевая задача экранирования сформулирована для уравнений Максвелла в рамках модели Гортера – 
Казимира сверхпроводящих материалов с учетом временной дисперсии.  Использованы двухсторонние 
граничные условия, связывающие электромагнитные поля по обе стороны экрана. В качестве первичных 
полей, воздействующих на экран, рассмотрены импульсные плоские осциллирующие экспоненциально 
затухающие поля с милли- и микросекундным временем фронта. Импульсное поле за экраном пред-
ставлено аналитически в интегральном виде. Разработана программа для численного исследования 
структуры импульсов и их спектральных составов в зависимости от температуры экрана. Для коли-
чественной оценки экранирования вычислен коэффициент эффективности экранирования, означающий, 
во сколько раз ослабевает импульсное поле при прохождении через экран. 
Ключевые слова: сверхпроводящие экраны, краевая задача экранирования, двухсторонние граничные 
условия, импульсные электромагнитные поля, преобразование Фурье, аналитические методы, вычисли-
тельный эксперимент, эффективность экранирования, временная дисперсия 
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Modeling the penetration of oscillating impulse electromagnetic 
fields through the screen, made of superconducting materials  
with time dispersion1 
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Abstract. A procedure of simulating the processes of impulse oscillating TE-polarized plane electromagnetic 
fields penetration through the superconducting thin-shelled plane screen is developed. The shielding                     
boundary-value problem for Maxwell’s equations in the frame of Gorter – Kazimir model for superconducting 
materials with time dispersion is formulated. Two-sided boundary conditions connecting the electromagnetic 
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fields on both sides of the screen are used. Impulse plane oscillating exponentially damped fields with                
millisecond and microsecond front time are considered as primary fields acting on the screen. The impulse field 
behind the screen is presented analytically in the integral form. A program for numerical investigation of impulses 
structure and their spectral composition depending on the temperature of the screen is developed. For                    
quantitative estimation of shielding the coefficient of shielding efficiency, indicating how much impulse field 
weakens when  passing  through the screen, is calculated. 
Keywords: superconducting screens, shielding boundary-value problem, two-sided boundary conditions,               
impulse electromagnetic fields, Fourier transform, analytical methods, numerical experiment 
For citation. Erofeenko V. T., Bondarenko V. F. Modeling the penetration of oscillating impulse 
electromagnetic fields through the screen, made of superconducting materials with time dispersion. Informatics, 
2019, vol. 16, no. 1, pp. 36–48 (in Russian). 
Введение. В настоящее время одним из основных научных направлений в электродинамике 
является исследование электромагнитных свойств композитных материалов [1]. Изучаются 
биизотропные, киральные, анизотропные, магнитные, сверхпроводящие и многослойные 
материалы, среды с пространственной и временной дисперсиями и др. Материалы пред-
назначены для создания экранов и пленок, которые применяются для защиты устройств 
электроники от воздействия внешних электромагнитных излучений [2–8]. Экраны, в свою 
очередь, используются в качестве преобразователей типов электромагнитных полей и для 
улучшения электромагнитной обстановки в помещениях технического персонала. Актуальной 
является проблема защиты от воздействия импульсных электромагнитных полей c помощью 
многослойных плоских и цилиндрических экранов [2, 4], сверхпроводящих [5] и биизотропных 
экранов [7]. Для аналитического моделирования воздействия импульсных полей на техни-
ческие структуры с помощью краевых задач математической физики применяются интег-
ральные граничные условия на экранах [9], а для упрощения процедуры решения задач 
используется методика двухсторонних граничных условий, связывающих поля по обе стороны 
экрана, которые эквивалентны совокупности граничных условий на поверхностях раздела сред. 
Развиваются и другие методы моделирования [10–12], в частности метод интегральных уравне-
ний [3]. Особый интерес представляют исследования сверхпроводящих экранов и оболочек: 
нелинейных свойств материалов пленок [6], граничных условий на поверхностях сверхпровод-
ников [13], экранирующих свойств экранов [5], а также изучение влияния температурных ре-
жимов на электромагнитные свойства экранов [14]. 
В настоящей статье предложена математическая модель сверхпроводящего экрана 
с временной дисперсией, характеризуемой временем релаксации. Сформулирована и решена 
краевая задача экранирования плоских импульсных электромагнитных полей, воздействующих 
на сверхпроводящий экран. Импульсное электромагнитное поле за экраном, которое образуется 
в результате прохождения через экран первичного импульсного поля, характеризуемого 
временем фронта, временем полуспада и частотой колебаний импульса, представлено 
аналитически в интегральном виде. Для анализа коэффициентов эффективности экранирования 
применен метод интегральных преобразований Фурье, позволивший преобразовать неста-
ционарную краевую задачу в краевую задачу монохроматической электродинамики. Интегра-
лы, определяющие поле, рассчитаны численно. Графически исследованы временные импульсы 
полей за экраном и их спектральные плотности в зависимости от температуры экрана и пара-
метров первичного поля. 
Постановка задачи экранирования для импульсных электромагнитных полей. 
В пространстве 3E  с электрической и магнитной постоянными 
12
0ε 8,85419 10 м,
  
7
0μ 4 10 Гн м
   размещен экран   zyxD 0,,  толщиной м, ; xyzО декартова 
система координат. Экран ограничен плоскостями    1 20 , .z z      Материал экрана харак-
теризуется следующими параметрами: 0ε ε ε , εr r   относительная диэлектрическая проницае-
мость; 0μ μ μ , μr r   относительная магнитная проницаемость;  удельная электрическая про-
водимость, См м; с   величина, характеризующая сверхпроводимость, См м c; en 
концентрация электронов в экране, e;м1
3
 
время свободного пробега электронов, с; T  аб-
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солютная температура материала экрана, 
крK; T   
критическая температура сверхпроводящего 
материала экрана, 
крK; β T T   
относительная температура экрана. 
На экран D  из области  01 zD  воздействует первичное импульсное электромагнитное по-
ле    0 0, , , .r t r tΕ H  Обозначим поля:    1 1, , ,r t r t  Ε H отраженное импульсное поле в 1D ; 
   2 2, , ,r t r t Ε H импульсное поле, проникшее в область  2 ;D z       1 0, ,r t r t Ε E
 1 , ,r tE  cуммарное поле в области ;1D    , , ,r t r t Ε H импульс-
ное поле в слое .D  Поставим краевую задачу, описывающую проникновение первичного по-
ля 00 , HΕ

 через экран .D  
Краевая задача 1. Требуется при заданном импульсном поле 00 ,HE













































H E E  в ,D                              (2) 
где      
0
η , η ηC g r t d

  E E оператор релаксации токов сверхпроводимости (интеграл по вре-
мени характеризует временную дисперсию),  g   exp ,

 


















































 кг1011,9 31em масса электрона, 
 Кл106,1 190e заряд электрона. 
Выполнены граничные условия непрерывности тангенциальных составляющих полей на 

















 H H                     (3) 
и условия излучения на бесконечность.■ 
Сформулируем вспомогательную задачу для монохроматических электромагнитных полей, 
соответствующую задаче (1)–(3). 
Краевая задача экранирования для монохроматических электромагнитных полей. 
К уравнениям (1), (2) и граничным условиям (3) применим интегральное преобразование Фурье 
по обезразмеренному времени t: 
 




i tr E r t e dt
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 E       
ω1,ω , ,
τ
i tr r t e dt

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 H H                                  (4) 
 
где     ,,, rHrE

спектральные поля для импульсных полей  tr ,

E ,  , ;r t H  характерное 
время. В случае преобразования (4) для оператора  C E  получаем 
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Для преобразования (4) имеет место обратное интегральное преобразование Фурье: 
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ωτ, ,ω ω
2π
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Сформулируем краевую задачу экранирования для спектральных полей, соответствующих 
импульсным полям задачи (1)–(3). В пространстве 3E  разместим экран  0 ,D z    характери-
зуемый магнитной проницаемостью  0μμμ
c
rc  и диэлектрической проницаемостью 0ε ε ε
c
c r













r  В полупространстве  1 0D z   на экран D воздействует пер-
вичное электромагнитное поле ,, 00 HE

 колеблющееся с круговой частотой  ff ,2 частота 
поля, Гц. Обозначим монохроматические поля:  11,HE

отраженное поле в области 
1 ;D
1 0 1,E E E  1 0 1H H H    суммарное поле в 1 2 2; ,D E H поле, проникшее в область 2 ;D ,E H 
поле в слое D . 
Краевая задача 2. Требуется при заданном импульсном поле 
0 0,E H  определить поля 2 2,E H ;
, ,E H  для которых выполнены уравнения 
0rot ωμ ,j jE i H 0rot ωεj jH i E   в , 1, 2;jD j                                         (6) 
rot ωμ ,crE i H rot ωε
c
rH i E   в ,D                                                 (7) 
условия непрерывности тангенциальных  составляющих полей на плоскостях 21,   
 
1
1τ τ 0,E E

   
1
1τ τ 0,H H

   
2
2τ τ 0,E E

   
2
2τ τ 0H H

                       (8) 
и условия излучения на бесконечность. 
Краевая задача экранирования с двухсторонними граничными условиями. В основе 
краевой задачи экранирования лежит определение электромагнитного поля, прошедшего через 
экран, и сравнение его с первичным полем, воздействующим на экран. Постановка задачи 
экранирования (6)–(8) предполагает определение поля в слое D, которое не используется при 
вычислении коэффициента эффективности экранирования. В связи с этим применяется методи-
ка, в которой уравнения (7) и граничные условия (8) исключаются из рассмотрения 
и заменяются на эквивалентные двухсторонние граничные условия, связывающие поля по обе 
стороны экрана [2]. Сформулируем соответствующую краевую задачу. 
Краевая задача 3. Требуется при заданном монохроматическом первичном поле 
0 0,E H  
определить поля
1 1,E H  ; 2 2,E H , для которых выполнены уравнения 
0rot ωμ ,j jE i H jj EiH

0ωεrot   в , 1, 2,jD j                                    (9) 










                                                                       (11) 
и условия излучения на бесконечность. 
Граничное условие (10) используется для ТЕ-поляризованных полей (вектор 0E

 параллелен 
экрану D), а условие (11) – для ТH-поляризованных электромагнитных полей (магнитный 





 параллелен экрану D). Матрицы в граничных условиях для однослойного экрана D 
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Z  с – ско-
рость света в вакууме. 
Преобразование плоских импульсных электромагнитных полей, распространяющихся 
в вакууме. В свободном пространстве 3R  рассмотрим импульсные поля двух типов:               
ТЕ-поляризованные и ТН-поляризованные электромагнитные поля, распространяющиеся 
в прямом и обратном направлениях. 
ТЕ-поляризованные поля. В качестве базисных импульсных плоских электромагнитных полей 
рассмотрим поля, распространяющиеся в направлении векторов  ,,, 321 pppp 





 .20 0   Поля представим в виде 
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 A t   произвольная импульсная 
функция. 
ТН-поляризованные поля. Базисные импульсные плоские электромагнитные поля, распро-
страняющиеся в направлении векторов  1 2 3, , ,p p p p  представим в виде 



























 H                                    (14) 
где  tB произвольная импульсная функция. 
Заметим, что поля (13), (14) удовлетворяют уравнениям (1). Применим к импульсным полям 
(13), (14) интегральное преобразование (4) и преобразуем их в монохроматические электромаг-
нитные поля. Базисные монохроматические поля, распространяющиеся в вакууме 
в направлении векторов  1 2 3, , ,p p p p   определяются формулами 
 
    ,,, 0
1
0 krWarE
       20 0 0,ω , ;H r h aW r k                                      (15) 
 
    ,,, 0
2
0 krWbrE
       10 0 0,ω , ,H r h bW r k                                      (16) 
 
 (12) 
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       10 0 1 0 0
0
, , exp cosθ ;
sinθ
i
W r k V x y ik z  
 
 
       2 00 0 2 0 0 0
0
cosθ
, sinθ , exp cosθ ;
sinθ
zW r k V e x y ik z
 
    




 ,212 yx epepV

     0 1 2, exp , .x y ik p x p y    
 
Поле (15) – ТЕ-поляризованное, поле (16) – ТН-поляризованное. Кроме того, поля (15), (16) 
удовлетворяют уравнениям (6). 
Применим интегральное преобразование (4) к полям (13): 
 
   
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Таким образом, импульсное поле (13) преобразуется в монохроматическое поле (15), где 
   .ˆ  Aiaa  Аналогично, применяя преобразование (4) к импульсным полям (14), получим 




      Применяя обратное 
интегральное преобразование (5) к полям (15), (16), придем к импульсным полям (13), (14). 
Представление решения краевой задачи 1 для ТЕ-поляризованного поля. В качестве 
первичного импульсного ТЕ-поляризованного электромагнитного поля, воздействующего на 









































H .                             (17) 
 
Для задания импульсной функции  tA 0  рассмотрим  импульсную функцию  tI , зависящую от 
размерного времени t. Импульс принимает максимальное значение  max фτ ,E I  где фτ время 
фронта импульса,   ,
2
1
τ maxф ETI u   где uT время полуспада импульса. Импульс экспоненци-













n  где 0n  число 
колебаний импульса за время фронта фτ . Имеет место аналитическое представление  
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  а постоянная 
0z  
определяется как положительный корень уравнения .0
2
1
21  zez  
Для первичного поля (17) положим  0 max ( ).A t E y t   При воздействии поля (17) на экран D 
в области D1 образуется отраженное поле  
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проникшее в область D2. Импульсные функции    tAtA  21 ,  подлежат определению при реше-
нии краевой задачи (1)–(3). 
Решение краевой задачи 3. Применим интегральное преобразование (4) при 
фτ τ  
к импульсным полям (17), (19), (20) и получим монохроматические поля, которые являются 
решениями краевой задачи (9), (10). Импульсное поле (17) преобразуется к виду (15): 
 
    ,,, 0
1
000 krWarE
       20 0 0 0 0,ω , .H r h a W r k

                                  (21) 
 
Амплитуда 0a  вычисляется аналитически: 









где  ,τw  
         1 0 1 0 2 0 2 0
1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2π 2π 2π 2π ;
2
y w y w n y w n y w n y w n           
 
 
        2 21 3
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   .β ixAx   
Импульсные поля (19), (20) преобразуются к виду  
 
    ,,, 0
1
011 krWarE
      ,,, 0
2
0101 krWahrH
                                       (22) 
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    ,,, 0
1
022 krWarE
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                                     (23) 
где амплитуды 




                                                                                      (24) 
Поля (21)–(23) удовлетворяют нелокальному граничному условию (10), из которого следует 
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FD Z
         
Расчет коэффициента эффективности экранирования. Вычислим временной импульс 
поля, прошедшего через экран. Применяя обратное интегральное преобразование Фурье к (24), 
получим 





,                                                                           (26) 
где из соотношений (25) следует  
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Представим функции ,AD F  через безразмерную переменную w: 
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В результате получим 
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Вычислим максимальное значение импульса (26): 
 
       2 2 max max 2
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Преобразуем интеграл (27), используя соотношение для подынтегральной функции 
   ,ww   где   комплексное сопряжение. Получим представление 
 










Учитывая формулы (17), (20) для первичного импульса и импульса, прошедшего через 























                                               
(28)
 
Вычислительный эксперимент. Численно построен график импульса (17) TE-поляризо-
ванного электромагнитного поля (вектор 0E

 параллелен экрану), падающего под углом 
0θ  на 
плоский однослойный сверхпроводящий экран, а также график спектральной функции импульса. 
Приведены соответствующие графики импульсов с миллисекундным временем фронта 
         
( c10τ 3Ф
 ) (рис. 1) и микросекундным временем фронта ( c10τ 6Ф
 ) (рис. 3), время осцилли-
рующих электромагнитных полей, проникших через экран в случае фиксированной температу-
ры экрана кр( β 0,9)T T  , а также их спектральные функции. Численно исследуются импуль-
сы, которые совершают одно колебание за время фронта  10 n . Материальные параметры 




Рис. 1. Экранирование миллисекундного импульса, n = 3. Графики временных импульсов: 
а)  0E t   первичный импульс; в)  E t  импульс за экраном. Графики спектральных функций: б)  0 ;e f  г)  .e f   
Исходные параметры: 12 15 4β 0,9, τ 10 , 7 10 , ε 8, μ 1, 1 10 ,e e r rn
            
2
0 max ф 0 γ
π
θ , 1, τ 10 , 10 10 , 3, 1, τ 10 , Э 406,9
3
n n
uI T n n
          
  
На рис. 1 и 3 представлены графики первичного импульса; спектральной функции первич-
ного импульса; импульса, прошедшего через экран, и спектральной функции импульса, про-
шедшего через экран. 
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На рис. 2 и 4 приведены графики коэффициента эффективности экранирования (28), кото-
рый указывает, во сколько раз ослабевает импульс при прохождении через экран в зависимости 
от относительной температуры экрана  β (0 β 1f   ). Отметим, что при β 1 эффективность 
экранирования Э 1 . 
 
 
Рис. 2. График коэффициента эффективности экранирования миллисекундного импульса 






Рис. 3. Экранирование микросекундного импульса, n = 6. Графики временных импульсов:  
а)  0E t   первичный импульс; в)  E t  импульс за экраном. Графики спектральных функций: б)  0 ;e f  г)  .e f   
Исходные параметры: 12 15 4β 0,9, τ 10 , 7 10 , ε 8, μ 1, 1 10 ,e e r rn
           
2
0 max ф 0 γ
π
θ , 1, τ 10 , 10 10 , 6, 1, τ 10 , Э 1,06
3
n n
uI T n n
          
 
 
Рис. 4. График коэффициента эффективности экранирования микросекундного импульса в зависимости  
от температуры. Исходные параметры определены в подрисуночной подписи к рис. 3 
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Показано, что изменение времени полуспада фταuT в пределах 3α   слабо влияет на ко-
эффициент эффективности экранирования: 33 10 ,uT
   Э 408,6 ; 35 10 ,uT
   Э 407,4 ;
310 10 ,uT
   Э 406,9 ; 315 10 ,uT
   Э 406,9.  
Точные значения коэффициентов эффективности экранирования в зависимости от 
концентрации электронов в экране и угла наклона первичного поля, падающего на экран, 




5,9 58,4 583,9 5838 











204 221 289 661 
Угол наклона поля  0 0  /8  /4 2 /5 
Данные таблиц соответствуют исходным параметрам рис. 1. 
Заключение. Разработан метод аналитико-численного решения краевой задачи про-
никновения под произвольным углом импульсных плоских электромагнитных полей через 
сверхпроводящий экран с временной дисперсией и заданной температурой. Нестационарная 
краевая задача с помощью интегрального преобразования Фурье по временной переменной 
преобразована в краевую задачу экранирования монохроматических полей плоским экраном. 
Задача решена аналитически с применением двухсторонних граничных условий. Определено 
монохроматическое электромагнитное поле, проникшее через экран. С использованием обрат-
ного интегрального преобразования Фурье восстановлен нестационарный импульс электро-
магнитного поля, прошедшего через экран. Импульс представлен аналитически в интегральном 
виде. Разработаны компьютерные программы для численного вычисления интегралов поля 
и исследования коэффициента эффективности экранирования импульсов сверхпроводящим 
экраном в зависимости от температуры. Показано, что изменение времени полуспада первич-
ного импульса практически не влияет на эффективность экранирования, которая существенно 
зависит от концентрации электронов в сверхпроводящем экране, резко возрастая при увеличе-
нии десятичной степени концентрации (см. табл. 1). 
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